Перпендикулярність прямих і площин

Актуалізація знань учнів про перпендикулярність прямих в планіметрії.
1) В якому випадку можна стверджувати, що прямі а і b перетинаються під прямим кутом?
Нехай а і b – дві прямі, що перетинаються. Вони утворюють 4 кути. Нехай ( - один з цих кутів. Тоді будь-який з решти трьох кутів буде або суміжним з кутом (, або вертикальним з кутом (. 
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 коли один з кутів прямий, то решта кутів також прямі. У цьому випадку говорять, що прямі перетинаються під прямим кутом.

2) Дайте визначення 
[image: image2.wmf]^

 прямих. Дві прямі називаються 
[image: image3.wmf]^

 якщо вони перетинаються під прямим кутом.

3) Що називають перпендикуляром до даної прямої, основою 
[image: image4.wmf]^

?
Перпендикуляром до даної прямої називають відрізок прямої 
[image: image5.wmf]^

 до даної, що має кінцем їх точку перетину. Цей кінець відрізка називають основою 
[image: image6.wmf]^

.
4) Теорема 2.3. Через кожну точку прямої можна провести перпендикулярну до неї пряму і до того ж тільки одну.

5) В чому суть доведення від супротивного?
Def : Дві прямі в просторі називається перпендикулярними, якщо вони перетинаються під прямим кутом.

Теорема 3.1. Прямі, які перетинаються і відповідно паралельні перпендикулярним прямим, перпендикулярні.

І випадок 
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Дано а
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b, а1//а, b1//b
Довести а1
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b1//b, тому якщо а
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b то а
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b1
а1//а, тому якщо b1
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а то b1
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а1
       ІІ випадок а, b, а1, b1 – лежать в різних площинах.

(а, b) ( (
(а1, b1) ( (
а//( , b//( за теоремою 2.3.

(//( за теоремою 2.4.

Проведемо в площині паралельних а і а1 пряму АА1; в площині паралельних b і b1 пряму ВВ1. Чотирикутники САА1С1, СВВ1С1, АВВ1А1 – паралелограми (так як протилежні сторони //).

АВ=А1В1, АС= А1С1, ВС=В1С1

(АВС=(А1В1С1 – за 3 ознакою рівності (.

(А1С1В1=(АСВ, але (АСВ – прямий, отже і кут (А1С1В1 – прямий 
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 а1
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b1
Перпендикулярність прямої і площини
Def:  Пряма, що перетинає площину, називається перпендикулярною до цієї площини, якщо вона перпендикулярна до будь-якої прямої що лежить у площині і проходить через точку перетину даної прямої з площиною.

Теорема 3.2. Якщо пряма, яка перетинає площину, перпендикулярна до двох прямих цієї площини, що проходять через точку перетину, то вона перпендикулярна до площини.

Дано: площина ( 
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b, а
[image: image18.wmf]^

с; а
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(=А; b
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(=А
Довести: а
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(
1. проведемо пряму х через А і покажемо що вона 
[image: image22.wmf]^

а.
2. проведемо пряму, що не проходить через А і перетинає прямі с, b х в точках С, В, Х.

3. відкладемо відрізки АА1= АА2.

4. (А1СА2 – рівнобедрений (АС є висотою за умови теореми і медіаною за побудовою).

5. (А1ВА2 – також рівнобедрений.

6. (А1ВС=(А2ВС (за 3-ю ознакою рівності ().

7. з того що (А1ВС=(А2ВС 
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 (А1ВХ=(А2ВХ і (А1ВХ=(А2ВХ (за 1-ю ознакою рівності ().

8. А1Х=А2Х 
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 (А1ХА2 – рівнобедрений 
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 його медіана є висотою 
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 х
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а.
9. а
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Теорема 3.3. Якщо площина перпендикулярна до однієї з двох паралельних прямих, то вона перпендикулярна і до другої прямої.

Дано: а1//а2, (
[image: image29.wmf]^

а1.

Довести: (
[image: image30.wmf]^

а2.

1. через А2 проведемо х2.
2. через А1 проведемо х1, х1//х2.

3. (х1, х2)
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4. так як а1
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b то а1
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х1.
5. за теоремою 3.1 а2
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х2.
6. пряма а2 
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 будь-якій прямій площині ( 
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 а2
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Теорема 3.4. Дві прямі, перпендикулярні до однієї і тієї самої площини, паралельні.

Дано: а
[image: image38.wmf]^

(, b
[image: image39.wmf]^

(
Довести: а//b
Припустимо, що а і b не //. Візьмемо на прямій b точку С і проведемо b(//а. b(
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( за теоремою 3.3 b
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(=В, b(
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(=В( 
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 ВВ(
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b і ВВ(
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b( - це неможливо. Прийшли до суперечності.

Перпендикуляр і похила

Перпендикуляром, опущеним з даної точки на дану площину, називається відрізок, що сполучає дану точку з точкою площини і лежить на прямій 
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 до площини. АВ.
Основою перпендикуляра - кінець цього відрізка, який лежить у площині. т.В.
Відстань від даної точки до площини – називається довжина перпендикуляра опущеного з даної точки на площину.

Похилою називається будь-який відрізок, який не є 
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 до площини і один кінець якого у даній точці, а другий – на площині. АС.
Проекція похилої – відрізок який сполучає основи перпендикуляра і похилої, проведених з однієї точки. ВС.
Основою похилої – кінець відрізка, що лежить у площині. т. С.

Теорема про три перпендикуляри
Задача Проблемна ситуація
Із вершини В прямокутника АВСД проведено 
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 ВК до його площини і точка К з’єднана з вершинами А, С, Д. довести, що (КВА, (КВС, (КДС, (КАД – прямокутні.

(КВА, (КВС прямокутні за умовою. Для доведення того що (КДС, (КАД – прямокутні немає в учнів достатніх знань. До цієї задачі повернемося після доведення слідкуючої теореми

Теорема 3.5 (теорема про три  перпендикуляри)
Пряма , проведена на площині через основу похилої перпендикулярно до її проекції, перпендикулярна і до самої похилої. І навпаки, якщо пряма на площині перпендикулярна  до похилої то вона перпендикулярна і до проекції похилої.
Нехай АВ
[image: image49.wmf]^

(, АС – похила, с((, точка С – основа похилої С(с
1. проведемо СА(
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(
2. за теоремою 3.4 СА(// АВ
3. проведемо через АВ і А(С площину (
4. с
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СА(, якщо вона 
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 СВ то вона 
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 до (  
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 с 
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 АС
5. аналогічно якщо с
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СА 
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с
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СА( 
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 с
[image: image60.wmf]^

( 
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 с
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ВС.
Тепер повернемося до доведення другої частини нашої задачі : продовжимо прямі АД і ДС

Розглянемо ( КАД  та (КДС

АД
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АВ , ВА – проекція КА 
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 КА
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АД

ДС
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ВС , ВС – проекція КС 
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 КС 
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ДС.
Перпендикулярність площин
Def : Дві площини , що перетинаються називаються перпендикулярними, якщо третя площина перпендикулярна до прямої перетину цих площин, перетинає їх по перпендикулярних прямих.

 Теорема 3.6 Якщо площина проходить через пряму, перпендикулярну до другої площини, то ці площини перпендикулярні

                                                            

Дано :  площина (,  b
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 (, b ( (, ( 
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( = с
Довести : ( 
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 (
1. проведемо а
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с через точку перетину b з (
2.  проведемо через a і b площину (
3. (
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 с бо с 
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а, с 
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 b
4. так як а
[image: image76.wmf]^

b то  ( 
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 (
Теорема 3.7 Якщо пряма , яка лежить в одній з двох перпендикулярних площин, перпендикулярна до лінії їх перетину, то вона перпендикулярна до другої площини.

Дано : ( 
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 (, (
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(=с, а ((, а 
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 с , а 
[image: image81.wmf]I

 с = С

Довести : а
[image: image82.wmf]^

(
1. проведемо прямі b
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с через точку С

2. площина ( яка проходить через прямі а і b 
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 прямій с
3. (
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(  
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 а
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b, а
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с за умовою 
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 а
[image: image90.wmf]^

(
Спільним перпендикуляром до двох мимобіжних прямих називається відрізок з кінцями на цих прямих, перпендикулярний до кожної з них.

Дві мимобіжні прямі мають спільний перпендикуляр і до того ж тільки  один. Він є спільним перпендикуляром до паралельних площин, які проходять через ці прямі.

Схема «Прямі і площини в просторі»
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